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Àííîòàöèÿ
Äàí îáçîð ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ ÷èñëà ìíîæåñòâ, ñâîáîäíûõ îò ñóìì. Ïðèâîäÿòñÿ
îðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé, îáñóæäàþòñÿ èäåè è òåõíèêà äîêàçàòåëüñòâ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîæåñòâà, ñâîáîäíûå îò ñóìì, àáåëåâû ãðóïïû, öèêëè÷åñêèå
ãðóïïû.
Ââåäåíèå
Ïóñòü íà ìíîæåñòâå M çàäàíà îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ (áûòü ìîæåò ÷àñòè÷íàÿ).
Ïîäìíîæåñòâî A ⊆ M íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíûì îò ñóìì (ñîêðàùåííî ÌÑÑ), åñëè
a + b 6∈ A äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A . Ñåìåéñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ, ñâîáîäíûõ îò ñóìì
â M , îáîçíà÷èì ÷åðåç S(M) . Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà M ÷àùå âñåãî ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ëèáî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ àääèòèâíîé ãðóïïû, ëèáî ìíîæåñòâî íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë. Â ñëó÷àå íåêîììóòàòèâíûõ ãðóïï èñïîëüçóåòñÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ
è âìåñòî ÌÑÑ ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîæåñòâà, ñâîáîäíûå îò ïðîèçâåäåíèé. Ïîíÿòèå
ìíîæåñòâà, ñâîáîäíîãî îò ñóìì, áûëî, ïî-âèäèìîìó, ââåäåíî Øóðîì, äîêàçàâøèì
çíàìåíèòóþ òåîðåìó î òîì, ÷òî èíòåðâàë [1, n] íåëüçÿ ðàçáèòü íà èêñèðîâàííîå
÷èñëî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÌÑÑ, åñëè n äîñòàòî÷íî âåëèêî ïî ñðàâíåíèþ ñ
÷èñëîì ïîäìíîæåñòâ.
Âîïðîñ î ÷èñëå ÌÑÑ â îòðåçêå [1, n] è â ãðóïïàõ ñòàë èíòåíñèâíî èçó÷àòüñÿ
ïîñëå îïóáëèêîâàíèÿ â 1988 ã. ñòàòüè Êàìåðîíà è Ýðä¼øà [12℄. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
[q, p] ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x òàêèõ, ÷òî q ≤ x ≤ p . Ñåìåéñòâî âñåõ ïîä-
ìíîæåñòâ A ⊆ [t, n] , ñâîáîäíûõ îò ñóìì, îáîçíà÷èì ÷åðåç S(t, n) . Ïóñòü äàëåå
s(t, n) = |S(t, n)| , à s(n) = |S(1, n)| . Â óïîìÿíóòîé ñòàòüå 1988 ã. Êàìåðîí è Ýð-
ä¼ø [12℄ ïðåäïîëîæèëè, ÷òî s(n) = O(2n/2) . Îíè äîêàçàëè, ÷òî s(n/3, n) = O(2n/2)
è, êðîìå òîãî, ÷òî ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû c0 è c1 òàêèå, ÷òî
s(n/3, n) ∼ c02⌈n/2⌉ (1)
äëÿ ÷åòíûõ n è
s(n/3, n) ∼ c12⌈n/2⌉ (2)
äëÿ íå÷åòíûõ n . Çàìåòèì, ÷òî êîíñòàíòû c0 è c1 âû÷èñëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî 0.015
Ê.. Îìåëüÿíîâûì â [1℄. Îí äîêàçàë, ÷òî
6.07097 ≤ c0 ≤ 6.09942, 4.81030 ≤ c1 ≤ 4.83350. (3)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nσ(n) ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë a îòðåçêà [1, n] , äëÿ êîòîðûõ
a ≡ σ( mod 2) , σ ∈ {0, 1} . Çàìåòèì, ÷òî íèæíÿÿ îöåíêà âèäà s(n) ≥ Ω(2n/2)
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî N1(n) âñåõ íå÷åòíûõ ÷èñåë, à òàêæå ìíîæåñòâî
Pn ÷èñåë îòðåçêà [⌊n/2⌋+ 1, n] ñâîáîäíû îò ñóìì (âìåñòå ñ èõ ïîäìíîæåñòâàìè).
140 À.À. ÑÀÏÎÆÅÍÊÎ
Âñêîðå ïîñëå âûõîäà ñòàòüè [12℄ áûëè ïîëó÷åíû âåðõíèå îöåíêè, èç êîòîðûõ
âûòåêàåò àñèìïòîòèêà ëîãàðèìà âåëè÷èíû s(n) . Í. Êàëêèí [11℄ â 1990 ã. è
Í. Àëîí [10℄ â 1991 ã. íåçàâèñèìî äîêàçàëè, ÷òî
1
log s(n) ≤ (n/2)(1 + o(1)). (4)
Â ýòèõ ñòàòüÿõ èñïîëüçîâàëèñü äîâîëüíî ñèëüíûå ñðåäñòâà. Í. Êàëêèí èñïîëüçîâàë
èçâåñòíóþ òåîðåìó Ñåìåðåäè î ñóùåñòâîâàíèè ñêîëü óãîäíî äëèííîé àðèìåòè÷å-
ñêîé ïðîãðåññèè âî ìíîæåñòâå ÷èñåë ïîëîæèòåëüíîé ïëîòíîñòè. Í. Àëîí èñïîëü-
çîâàë ëîêàëüíóþ ëåììó Ëîâàñà, òåîðåìó Êðàñêàëà-Êàòîíû è äð. Âïîñëåäñòâèè
íåðàâåíñòâî (4) ïåðåäîêàçûâàëîñü ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè â ðàáîòàõ, êàñàþùèõñÿ
ïðîáëåìû Êàìåðîíà Ýðä¼øà (ñì., íàïðèìåð, [2, 13℄). Â ñòàòüå Í. Àëîíà [10℄ ýòà
îöåíêà áûëà ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ñâåäåíèÿ çàäà÷è ê îöåíêå ÷èñëà íåçàâèñèìûõ
ìíîæåñòâ â ãðààõ Êýëè. Òàì æå ïîëó÷åíà âåðõíÿÿ îöåíêà ÷èñëà I(G) íåçàâèñè-
ìûõ ìíîæåñòâ â ðåãóëÿðíîì ñòåïåíè k ãðàå G íà n âåðøèíàõ. Îöåíêà èìååò
âèä
I(G) ≤ 2(n/2)(1+O(k−0.1)). (5)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç SF (G) ÷èñëî ÌÑÑ â ãðóïïå G . Â [10℄ ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñÿêîé
àáåëåâîé ãðóïïû ïîðÿäêà n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
s(G) ≤ 2(n/2)(1+o(1)). (6)
Íåðàâåíñòâî (6) ñëåäóåò èç (5) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî âñÿêîå ÌÑÑ A ÿâëÿåòñÿ íåçà-
âèñèìûì â ãðàå Êýëè CB(G) íà ìíîæåñòâå âåðøèí G , ïîðîæäåííîì B ⊆ A .
Â êà÷åñòâå B ìîæåò áûòü âçÿòî ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà
A . Â [10℄ â ðîëè B áåðóòñÿ ÌÑÑ ìîùíîñòè, íå ïðåâûøàþùåé log |G| . Âåðõíÿÿ
îöåíêà äëÿ log s(n) ïîëó÷àåòñÿ êàê ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà (6). Â òîé æå ñòàòüå
Í. Àëîíà ïîñòàâëåíà çàäà÷à îá îöåíêå ÷èñëà ÌÑÑ â àáåëåâûõ ãðóïïàõ.
1. ÌÑÑ â ãðóïïàõ ïðîñòîãî ïîðÿäêà
Ïðîñòåéøèìè ñðåäè àáåëåâûõ ãðóïï ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèå ãðóïïû Zp ïðîñ-
òîãî ïîðÿäêà p . Â. Ëåâ è Ò. Øîí [21℄ äîêàçàëè, ÷òî
(p− 1)2⌊(p−2)/3⌋(1 +O(2−εp)) ≤ SF (Zp) ≤ 2p/2−δ,
ãäå ε, δ  ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Á. ðèí è È. óæà ïîëó÷èëè â [15℄ âåðõ-
íþþ îöåíêó âèäà s(Zp) ≤ 2p/3+o(p) . Òåì ñàìûì áûëà ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà
äëÿ log |SF (Zp)| . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Pα ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 3k + α ,
α ∈ {−1, 1} . À.À. Ñàïîæåíêî ïîëó÷èë àñèìïòîòèêó äëÿ |SF (Zp)| . Â [5℄ äîêàçàíà
ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóþò àáñîëþòíûå êîíñòàíòû cα , α ∈ {−1, 1} , òàêèå,
÷òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò N òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî p ∈ Pα, óäîâëåòâî-
ðÿþùåãî íåðàâåíñòâó p ≥ N , âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
∣∣∣SF (Zp)
/(
(p− 1) · 2⌊(p−2)/3⌋
)
− cα
∣∣∣ < ε.
Ýòî íåðàâåíñòâî ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ àêòîâ, êàñàþùèõñÿ ñòðóêòóðû ¾áîëü-
øèõ¿ ÌÑÑ â Zp . Ïîëîæèì k ∗A = {ka : a ∈ A} . Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïåðâûé ðå-
çóëüòàò îòíîñèòåëüíî ñòðóêòóðû ¾áîëüøèõ¿ ÌÑÑ â Zp ïðåäñòàâëåíû â ñòàòüå [19℄.
Íàèáîëåå ñèëüíûì óòâåðæäåíèåì â ýòîì íàïðàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ
1
Âåçäå log m = log
2
m .
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Òåîðåìà 2 (Æ.-Ì. Äåçóéå è Â. Ëåâ [17℄). Äëÿ âñÿêîãî ñâîáîäíîãî îò ñóìì
ìíîæåñòâà A ⊆ Zp òàêîãî, ÷òî |A| = m ≥ 0.318p , ñóùåñòâóåò k , 1 ≤ k ≤ (p−
− 1)/2 , äëÿ êîòîðîãî
kA ⊆ [m, p−m]. (7)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sp[t] ñåìåéñòâî âñåõ A ∈ SF (Zp) òàêèõ, ÷òî A ⊆ [⌊p/3⌋+ 1−
− t, ⌊2p/3⌋]+ t . Òåîðåìà 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî êàæäîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå A ∈ SF (Zp)
îòîáðàæàåòñÿ â t-öåíòðàëüíîå ñ t = ⌊p/3⌋ + 1 − |A| ¾óìíîæåíèåì¿ íà íåêîòî-
ðóþ êîíñòàíòó. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òðåáóåìûå îãðàíè÷åíèÿ íà ÷èñëî ÌÑÑ,
ñîäåðæàùèõñÿ â ÌÑÑ, áëèçêèõ ê ìàêñèìàëüíûì â Zp . Íà ñàìîì äåëå äëÿ äîêà-
çàòåëüñòâà òåîðåìû 1 äîñòàòî÷íî àíàëîãè÷íîãî óòâåðæäåíèÿ, êàñàþùåãîñÿ ÌÑÑ
ðàçìåðà m ≥ 0.33p. Ýòî íåðàâåíñòâî ïîëó÷åíî â ðàáîòå Â. Ëüâà [19℄. Îòìåòèì
åù¼, ÷òî Æ.-Ì. Äåçóéå è .À. Ôðåéìàí â [17℄ äîêàçàëè àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ
m ≥ 0.324p . Çàìåòèì, ÷òî êàê ïîêàçàëè íåçàâèñèìî Î. Ñèñàñê è À.Á. Äàéíÿê2, ýòè
ðåçóëüòàòû ïåðåñòàþò áûòü ñïðàâåäëèâûìè äëÿ ÌÑÑ ìîùíîñòè m , ìåíüøåé ÷åì
p/4 + 2 .
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 îñíîâàíî íà òîì, ÷òî êàæäîå ÌÑÑ ñîäåðæèòñÿ â
íåêîòîðîì íåðàñøèðÿåìîì, òî åñòü â òàêîì ÌÑÑ, ÷òî ïðè äîáàâëåíèè ê íåìó ëþ-
áîãî ýëåìåíòà îíî ïåðåñòàåò áûòü ñâîáîäíûì îò ñóìì. Ñåìåéñòâî Mp âñåõ íåðàñ-
øèðÿåìûõ ÌÑÑ äåëèòñÿ íà äâà ïîäñåìåéñòâà M′p , ñîñòîÿùåå èç òåõ A ∈ Mp ,
äëÿ êîòîðûõ |A| ≥ 0.33p , è M′′p = Mp \ M′p. Á. ðèí è È. óæà [14℄ äîêàçàëè,
÷òî |Mp| ≤ 2o(p) . Ïîýòîìó |M′′p | ≤ 2(0.33+o(1))p . Èç ðåçóëüòàòà Â. Ëüâà [19℄ ñëå-
äóåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ìíîæåñòâà A ∈ M′p òàêîãî, ÷òî |A| ≥ 0.33p , ñóùåñòâóåò k ,
1 ≥ k ≤ (p−1)/2 , òàêîå, ÷òî kA ∈ Sp[t] äëÿ t ≤ (1/3−0.33)p . Ïðîñòûå ñîîáðàæåíèÿ
ïîçâîëÿþò âûâåñòè îòñþäà àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå
|SF (Zp)| ∼ p− 1
2
|Sp[t]|.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîëó÷åíèþ àñèìïòîòèêè äëÿ |Sp[t]|. Ýòà
àñèìïòîòèêà ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ îöåíêè ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ãðà-
àõ, ïîëó÷åííîé â [7℄.
2. ÌÑÑ â àáåëåâûõ ãðóïïàõ
Â 2001 ã. Â. Ëåâ, Ò. Ëó÷àê è Ò. Øîí [20℄ ïîëó÷èëè àñèìïòîòèêó ÷èñëà ÌÑÑ â
àáåëåâûõ ãðóïïàõ ÷åòíîãî ïîðÿäêà.
Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóåò àáñîëþòíàÿ êîíñòàíòà δ òàêàÿ, ÷òî ÷èñëî ìíî-
æåñòâ, ñâîáîäíûõ îò ñóìì, â àáåëåâîé ãðóïïå G ïîðÿäêà n ðàâíî
(
2ν(G) − 1
)
2n/2 +O
(
2(1/2−δ)n
)
,
ãäå ν(G)  ÷èñëî êîìïîíåíò ÷åòíîãî ïîðÿäêà â êàíîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè ãðóï-
ïû G â ïðÿìóþ ñóììó öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï.
Èç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà δ èìååò ïîðÿäîê 10−8 . À.À. Ñàïî-
æåíêî íåçàâèñèìî äîêàçàë â [4℄ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà.
Òåîðåìà 4. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÷åòíûõ n äëÿ ëþáîé àáåëåâîé ãðóïïû G
ïîðÿäêà n ñ ÷èñëîì ïîäãðóïï èíäåêñà 2 , ðàâíûì t , ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
t · 2n/2 − 2(n/4)(1+o(1)) ≤ |SF (G)| ≤ t · 2n/2 + 2n(1/2−c), (8)
ãäå c > 0.017 .
2
Ëè÷íîå ñîîáùåíèå.
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Ýòè äâå òåîðåìû óñòàíàâëèâàþò àñèìïòîòèêó âåëè÷èíû |SF (G)| äëÿ àáåëåâûõ
ãðóïï ÷åòíîãî ïîðÿäêà. Ò. Ïåòðîñÿí [3℄ äîêàçàë àíàëîã òåîðåìû 8 äëÿ íåêîììóòà-
òèâíûõ ãðóïï. Â [20℄ äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Ëåììà 1. Äëÿ âñÿêîãî ãðàà Γ = (V,E) ñî ñðåäíåé ñòåïåíüþ âåðøèíû
d(Γ) ≥ (1− λ)|V | ñóùåñòâóåò Γ = (V ′, E′) òàêîé, ÷òî
i) |V ′| ≥ (1 −
√
λ)|V | ;
ii) d(Γ) > (1− 2
√
λ)|V | , ãäå d(Γ)  ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèíû â ãðàå Γ .
Ëåììà èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå è ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿ-
òåëüíûé èíòåðåñ. Äðóãèì âàæíûì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèåì â [20℄ ÿâëÿ-
åòñÿ
Ëåììà 2. Äëÿ âñÿêîãî A ⊆ G , ëþáîãî p ∈ (0, 1) è ëþáîãî öåëîãî K ≥ 0 òàêîãî,
÷òî p2K ≥ 6 lnn , ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî R ⊆ A , îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:
i) |R| ≤ 2p|A| ;
ii) DK(A) ⊆ R−R .
Îñíîâíàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 3 è 4 ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîêàçàòü,
÷òî ïî÷òè âñå ÌÑÑ â FS(G) ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè ñìåæíûõ êëàññîâ ïî ïîä-
ãðóïïàì èíäåêñà 2 ãðóïïû G . Òàêèå ÌÑÑ íàçîâåì õîðîøèìè, à âñå îñòàëüíûå 
ïëîõèìè. Â îáåèõ îáñóæäàåìûõ ñòàòüÿõ äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïëîõèõ ÌÑÑ ¾ìàëî¿.
Ïóñòü ε > 0 . Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n äëÿ ïëîõèõ ÌÑÑ ìàëîé ìîùíîñòè ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî
|{A ∈ SF (G) : |A| ≤ (1 − ε)n/4}| = O(2(1/2−ε2/7)n).
Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïëîõèõ ÌÑÑ áîëüøîé ìîùíîñòè ¾ìàëî¿. Äëÿ ýòîãî â îáåèõ
ñòàòüÿõ èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Ì. Êíåçåðà [18℄. Ïîëîæèì A+B = {a+
+ b : a ∈ A, b ∈ B}.
Òåîðåìà 5. Ïóñòü A è B íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà àáåëåâîé ãðóïïû G òà-
êèå, ÷òî |A+B| ≤ |A|+ |B|−1 . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäãðóïïà H ãðóïïû G òàêàÿ,
÷òî
A+B +H = A+B è |A+B| ≥ |A+H |+ |B +H | − |H |. (9)
Òåîðåìà Êíåçåðà íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà A + B
â ñëó÷àå, êîãäà |A+B| ≤ |A|+ |B|−1 . Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåòñÿ
îöåíêà ÷èñëà ïëîõèõ ÌÑÑ.
Â ñòàòüå [4℄ òàêæå èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà Êíåçåðà, íî âåðõíÿÿ îöåíêà ÷èñëà ïëî-
õèõ ÌÑÑ ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ òðåõ òåîðåì, äàþùèõ âåðõíèå îöåíêè
÷èñëà íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ â ðåãóëÿðíûõ ãðààõ [8℄.
Òåîðåìà 6. Ïóñòü Γ  n-âåðøèííûé ðåãóëÿðíûé ãðà ñòåïåíè k . Òîãäà ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n è k
|I(Γ)| ≤ 2(n/2)
(
1+O
(√
(log k)/k
))
. (10)
Ýòà òåîðåìà óëó÷øàåò îñòàòî÷íûé ÷ëåí â íåðàâåíñòâå Àëîíà (5).
Òåîðåìà 7. Äëÿ ëþáîãî n-âåðøèííîãî ðåãóëÿðíîãî ãðàà Γ ñòåïåíè k è ÷èñ-
ëà β òàêîãî, ÷òî 0 < β < 1 , ïóñòü Iβ(Γ)  ÷èñëî íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ A
ãðàà Γ òàêèõ, ÷òî
∣∣|A| − n/4∣∣ ≥ βn/4 . Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n è k
Iβ(Γ) ≤ 2(n/2)
(
1−β2/(2 ln 2)+O
(√
(log k)/k
))
. (11)
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Òåîðåìà 8. Ïóñòü G = (V ;E)  n-âåðøèííûé ðåãóëÿðíûé ãðà ñòåïåíè k 
ÿâëÿåòñÿ δ -ðàñøèðèòåëåì äëÿ íåêîòîðîãî 0 ≤ δ < 1 . Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ n è k âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
|I(G)| ≤ 2(n/2)
(
1−δ/7+O
(√
(log k)/k
))
. (12)
åçóëüòàòû ïîñëåäíèõ òðåõ òåîðåì áûëè óñèëåíû è îáîáùåíû íà ïî÷òè ðåãó-
ëÿðíûå ãðàû [6℄. Ýòè òðè òåîðåìû èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì ïðè îöåíêå
÷èñëà ïëîõèõ ÌÑÑ. Ïóñòü K  ïðîèçâîëüíàÿ ïîäãðóïïà èíäåêñà 2 ãðóïïû G , K ′ =
= G \ K è A ⊆ G  ïëîõîå ÌÑÑ. Ïî îïðåäåëåíèþ A ∩ K ′ 6= ∅ . Ïóñòü CB(K ′) 
ãðà Êýëè, ïîðîæäåííûé ìíîæåñòâîì B = A ∩ K íà ìíîæåñòâå K ′ . ßñíî, ÷òî
B ∈ SF (K) , à A \B  íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî â ãðàå CB(K ′) . Îòñþäà
|SF (G)| ≤
∑
B∈SF (K)
I(CB(K ′)). (13)
Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà ìíîæåñòâ B , C = A∩K ′
è B +B . Åñëè |B| ìàëî, èñïîëüçóåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ÷èñëî âñåõ ïîäìíî-
æåñòâ B ⊆ K ìàëîé ìîùíîñòè ìàëî, à äëÿ ÷èñëà ìíîæåñòâ C èñïîëüçóåòñÿ òåîðå-
ìà 6. Åñëè |B| íå ñëèøêîì ìàëî, íî âñå æå ∣∣B| ≤ (n/4)(1−β) , òî äëÿ îöåíêè ÷èñëà
ÌÑÑ B èñïîëüçóåòñÿ íåðàâåíñòâî (11) è òåîðåìà 6 äëÿ îöåíêè ÷èñëà ìíîæåñòâ C .
Åñëè
∣∣B| > (n/4)(1− β) , èñïîëüçóþòñÿ òåîðåìà Êíåçåðà è òåîðåìà 8.
Áåí ðèí è Èìðå óæà â [14℄ ïîëó÷èëè àñèìïòîòèêó ëîãàðèìà ÷èñëà ÌÑÑ â
àáåëåâûõ ãðóïïàõ ñ çàäàííûì ðàçìåðîì ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîùíîñòè ÌÑÑ. Èìè
äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 9. Ïóñòü ðàçìåð ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîùíîñòè ÌÑÑ â àáåëåâîé ãðóï-
ïå G ðàâåí µ(G)n . Òîãäà
|SF (Zp)| = 2(µ(G)+o(1))n. (14)
Â [14℄ àáåëåâû ãðóïïû ðàçáèòû íà òðè êëàññà ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Îïðåäåëåíèå. Åñëè |G| äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p âèäà p ≡ 2(mod 3) , òî G
îòíîñèòñÿ ê òèïó I. Åñëè |G| íå äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p âèäà p ≡ 2(mod 3) , íî
|G| äåëèòñÿ íà 3 , òî G îòíîñèòñÿ ê òèïó II. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ G îòíîñèòñÿ ê
òèïó III.
Äàëåå îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíà ν(G) , ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà
[2/7, 1/2] .
Åñëè G  àáåëåâà ãðóïïà òèïà I, òî ν(G) = 1/3 + 1/p, ãäå p  íàèìåíüøèé
ïðîñòîé äåëèòåëü âåëè÷èíû |G| âèäà p ≡ 2(mod 3).
Åñëè G  àáåëåâà ãðóïïà òèïà II, òî ν(G) = 1/3.
Åñëè G  àáåëåâà ãðóïïà òèïà III, òî ν(G) = 1/3− 1/3m, ãäå m  íàèáîëüøèé
ïîðÿäîê ýëåìåíòà ãðóïïû G .
Â [14℄ äîêàçàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 10. Äëÿ âñÿêîé àáåëåâîé ãðóïïû G
µ(G) = ν(G). (15)
Òåîðåìà 11. Äëÿ âñÿêîé àáåëåâîé ãðóïïû G òèïà I
|SF (G)| = Wtp2µ(G)n(1 + op(1)), (16)
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ãäå tp  ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà p â ãðóïïå G , à p  íàèìåíüøèé ïðîñòîé
äåëèòåëü âèäà p ≡ 2(mod 3) ÷èñëà |G| . Ïðè ýòîì W = 1 ïðè p = 2 è W = 1/2
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. ×åðåç op(1) îáîçíà÷àåòñÿ óíêöèÿ, ñòðåìÿùàÿñÿ ê 0 ïðè
n→∞ è çàâèñÿùàÿ îò p .
Òåîðåìà 11 îáîáùàåò òåîðåìû 3 è 4 íà ñëó÷àé àáåëåâûõ ãðóïï òèïà I.
3. èïîòåçà Êàìåðîíà Ýðäeøà
èïîòåçà Êàìåðîíà Ýðäeøà î ÷èñëå ÌÑÑ â îòðåçêå [1, n] áûëà äîêàçàíà íåçà-
âèñèìî Á. ðèíîì [13℄ è À.À. Ñàïîæåíêî [7℄ â 2003 ã. Íàïîìíèì, ÷òî ãèïîòåçà
ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî äëÿ ÷èñëà s(n) ÌÑÑ, ñîäåðæàùèõñÿ â îòðåçêå [1, n] , ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî s(n) = O(2n/2) .
Òåîðåìà 12. Ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû c′0 è c
′
1 òàêèå, ÷òî
s(n) ∼ c′02⌈n/2⌉ äëÿ ÷åòíûõ n è s(n) ∼ c′12⌈n/2⌉ äëÿ íå÷åòíûõ n .
Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñâÿçü ìåæäó êîíñòàíòàìè c0 è c1 èç (1) è (2) è êîí-
ñòàíòàìè c′0 è c
′
1 èç îðìóëèðîâêè òåîðåìû 12. Èìåííî, ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
c′0 = c0 + 1, c
′
1 = c1 + 1. (17)
Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ c0 è c1 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (3). Ïóñòü, êàê è ïðåæäå,
N1(n)  ìíîæåñòâî âñåõ íå÷åòíûõ ÷èñåë, à Pn  ìíîæåñòâî ÷èñåë îòðåçêà [⌊n/2⌋+
+ 1, n] . àâåíñòâà (17) ñëåäóþò èç òîãî, ÷òî, êàê äîêàçàíî â [7℄ è [13℄, ñïðàâåäëèâî
àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî
s(n) ∼ 2|N1(n)| + 2|Pn|. (18)
Îòñþäà è èç (1), (2) âûòåêàåò òåîðåìà 12, à çíà÷èò, è ðàâåíñòâà (17), ïîñêîëüêó
|N1(n)| = 2⌈n/2⌉ .
Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 12 â [7℄ îñíîâàíà íà ïîíÿòèè ñèñòåìû êîíòåé-
íåðîâ. Ïóñòü A è B  äâà ñåìåéñòâà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X . Ñåìåéñòâî B
íàçîâåì ñèñòåìîé êîíòåéíåðîâ äëÿ A , åñëè äëÿ âñÿêîãî A ∈ A ñóùåñòâóåò B ∈ B
òàêîå, ÷òî A ⊆ B . Åñëè B ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé êîíòåéíåðîâ äëÿ A , òî, î÷åâèäíî,
|A| ≤
∑
B∈B
2|B|. (19)
Íàïðèìåð, ñåìåéñòâî ìàêñèìàëüíûõ ïî âêëþ÷åíèþ ÌÑÑ îòðåçêà [1, n] ÿâëÿåò-
ñÿ ñèñòåìîé êîíòåéíåðîâ äëÿ ñåìåéñòâà S([1, n]) âñåõ ÌÑÑ îòðåçêà [1, n] . Â ðàñ-
ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èìååòñÿ äâà ¾áîëüøèõ¿ êîíòåéíåðà  ýòî ìíîæåñòâî N1(n)
íå÷åòíûõ ÷èñåë îòðåçêà [1, n] è îòðåçîê [n/3, n] . ÌÑÑ, ñîäåðæàùèåñÿ â ýòèõ äâóõ
¾áîëüøèõ¿ êîíòåéíåðàõ, íàçîâåì ¾ñòàíäàðòíûìè¿, à îñòàëüíûå  ¾íåñòàíäàðòíû-
ìè¿. Òåïåðü òåîðåìà 12 ðàâíîñèëüíà óòâåðæäåíèþ î òîì, ÷òî äëÿ ñåìåéñòâà Sn
íåñòàíäàðòíûõ ÌÑÑ îòðåçêà [1, n] ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
|Sn| = o(2n/2). (20)
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîîòíîøåíèÿ (20) â [7℄ ñòðîèòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ïðàâèëüíàÿ
ñèñòåìà êîíòåéíåðîâ äëÿ ñåìåéñòâà Sn .
Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Bi,p äëÿ ìíîæåñòâà B ∩ [i, p] , è ïóñòü Bσi,p =
= Bi,p ∩Nσ(n) . Ñèñòåìó B êîíòåéíåðîâ äëÿ Sn áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíîé, åñëè
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
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1) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n è ëþáîãî B ∈ B
|B| ≤ n(1/2 + o(1));
2) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n
|B| ≤ 2o(n);
3) äëÿ ëþáûõ i è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ p
||Bi,p| − p/2| = o(p);
4) äëÿ ëþáûõ σ ∈ {0, 1} , i è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ p
||Bσi,p| − p/4| = o(p).
Çàìåòèì, ÷òî àñèìïòîòèêà âåëè÷èíû log s(n) âûòåêàåò èç (19) è ñóùåñòâîâàíèÿ
ïðàâèëüíîé ñèñòåìû êîíòåéíåðîâ äëÿ ñåìåéñòâà íåñòàíäàðòíûõ ÌÑÑ. Áîëåå òîãî,
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ 1) è 2). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà àñèìïòîòèêè
âåëè÷èíû s(n), íàðÿäó ñ óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ïðàâèëüíîé ñèñòåìû êîíòåéíå-
ðîâ, èñïîëüçóåòñÿ åùå ñëåäóþùàÿ òåîðåìà
Òåîðåìà 13 (.À. Ôðåéìàí [9℄). Åñëè ìíîæåñòâî K öåëûõ ÷èñåë òàêîâî,
÷òî |K +K| ≤ 2|K| − 1 + b , ãäå 0 ≤ b ≤ |K| − 3 , òî K ñîäåðæèòñÿ â àðèìåòè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè äëèíû |K|+ b .
Òåîðåìà Ôðåéìàíà ïîçâîëÿåò ó÷åñòü âçàèìîäåéñòâèå ðàãìåíòîâ ïðàâèëüíîé
ñèñòåìû êîíòåéíåðîâ è ïîêàçàòü, ÷òî, ãðóáî ãîâîðÿ, â êàæäîì èç êîíòåéíåðîâ îêà-
çûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé äîëÿ ýëåìåíòîâ, íå ïðèíàäëåæàùèõ íåñòàíäàðòíîìó ìíî-
æåñòâó.
Òðîéêîé Øóðà íàçûâàåòñÿ íåóïîðÿäî÷åííûé íàáîð ÷èñåë a, b, c , åñëè ýòè ÷èñëà,
âçÿòûå â íåêîòîðîì ïîðÿäêå, óäîâëåòâîðÿò óðàâíåíèþ x + y = z . Èäåÿ ¾ñèñòåìû
êîíòåéíåðîâ¿ èñïîëüçîâàëàñü è â ñòàòüå Á. ðèíà [13℄ â ñëåäóþùåì âèäå.
Òåîðåìà 14. Ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî F , îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñò-
âàìè:
i) Êàæäûé ÷ëåí ñåìåéñòâà F èìååò íå áîëåå o(N2) òðîåê Øóðà;
ii) Âñÿêîå ÌÑÑ A ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì F ∈ F ;
iii) |F| ≤ 2o(N) .
Ñåìåéñòâî F èç òåîðåìû 14 íàçûâàåòñÿ â [13℄ ãðàíóëÿöèåé.
àáîòà ïîääåðæàíà ÔÔÈ (ïðîåêò  07-01-00444).
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